Funkcie 1 1. rénik

Funkciu ste uz poznali na zakladnej Skole.

Funkciou na mnozineéA sa nazyva predpis, ktorym je kazdému prvku
mnozinyA priradené prave jedno realdislo.
MnoZzinaA sa nazyvalefiniény obor funkcie.

Funkciu budeme z\égjne ozn&ova’ malymi pismenamit, g, h, ...
Mnozinu, ktora je defidinym oborom funkcid, budeme ozrnmva’
symbolomD(f). Podobnédd(qg), D(h).

Priklad:

Funkciou nazyvame predpik: Y = Téato funkcia je definovana

X+2°
pre vSetkyx, ktoré su realneisla rézne od -2 (lebo v menovateli
zlomku nesmie ki 0). Preto D(f)=(-0;-2)0(-2) alebo
D(f)=R-{-2}.

Priklad:

a) Dana mnozina usporiadanych dvojﬁ[ﬂ;4],[2;3],[0;—3],[4;4]}je
predpisom funkcie, pretoze kazdéemie priradené prave jedno
y.

b) Dana mnozina usporiadanych dvoﬂd;4],[1;3],[0;—3], [4;4]} nie
je predpisom funkcie, pretoze pxe= 1 je priradeng = 4 aj
y=3.

c) Na obrazku 1. je graf funkcie, pretoze kazdérje priradené
prave jednoy. Na obrazku 2. nie je graf funkcie, pretoze napr.
pre vyznﬁenéx existuju dve rozng.

y y
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Ak je dana funkcid a akeislu cOD(f) priradimetislo d, zapigeme
tento faktf(c) = d. Cislo f(c) budeme nazywahodnota funkcie f
v danom bodec alebofunk éna hodnotafunkcief v danom bode.

Priklad:

Nech je dana funkciaf:y=
v bodoch 1, 2, -1.

w+ o Jrcte jej funkne hodnoty

RieSenie
Ked’ze ¢isla 1, 2, -1 patria defitimému oboru tejto funkcie, mé6zeme
vypccitat’ funkéné hodnoty v danych bodoch.

1 1
Funkina hodnota v bode 1f (1)3 y :m :g, ¢ize ¢islu 1 priradime
1 _ 1
cislo 3 alebo prex = 1 je hodnotay = 3
1
Funkina hodnota v bode 2 (2):y =545 g tiZedislu 2 priradime
¢islo 2 alebo prex = 2 je hodnotay = R
7 . _— 1 _— "\ ’
Funkna hodnota v bode -1:f (‘1)- y= 142 =1 &ize ¢&islu -1

priradimecislo 1 alebo pr& = -1 je hodnotay = 1.

Oborom hodnét funkcie f sa nazyva mnozina vSetkychlR, ku
ktorym existuje aspojedno takéx0D(f ), zey = f(x). TGto mnoZinu
oznaujemeH(f).

Priklad:

Danda je funkcia f:y= Definicny obor funkcie je

X+2°
D(f)=(-;-2)0(-2). Funkcia nadobuda v bodoch svojho
definicného oboru kladné aj zaporné hodnoty, Jedina hadhkodra
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nenadobudne je 0. Preto obor hodnot tejto funkce |
H(f)=(-:0)0(0e0).

Grafom funkcie f v zvolenej sustave suradrigy v rovine sa nazyva
mnoZina vietkych bodaX[x, f(x)], kde x1D(f ).

Grafy zvyajne zostrojujeme v kartezianskej suradnicovej astgst
v ktorej st dzkové jednotky na oboch osiach rovnakejkeesti.
Niekedy je vyhodné zvalijednotky na jednotlivych osiach rézne.

Priklad:
Zostrojte graf funkcid: y = 20x

RieSenie

Defini¢ny obor funkcie jeD(f) = R. Ur¢ime si funkné hodnoty tejto
funkcie vo vybranych bodoch napr. -2, -1, 0, 1, 2:
f(-2):y=20.(-2)=-40

f(-1):y=20.(-1)=-20

f(0:y=20.0=0

f(1):y=20.1=20

f(2:y=20.2=40

Tieto usporiadané dvojice mdézeme zapida tabuiky:

X -2 -1 0 1 2

f(X) - 40 - 20 0 20 40

Kazdu dvojicu ztabiiky znazornime v kartezianskej suradnicovej
sustave a body pospajame:
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| 1 L -20 1 1 1
A /o ) D Lo A
Priklad: !
Na obrazku je zostrojeny graf funkaoie
Z grafu utte:
a) defini¢ny obor funkciey; x
b) obor hodnét funkcie; —
¢) 9(-3), 9(0). 9(2)
RieSenie
a) Defini¢ény obor funkcieg je mnozina
vSetkych XU R, ktorym je priradené tak¢y LR, zey = g(x).
Tato mnozinu mdzeme zostrdji + .
tak, Ze zostrojime kolmé prieme 3 - — -
vSetkych bodov, ktoré patria gral o_ ___ _ i
funkcieg, do osix: nh I
. ! A
Preto: 3 2 1 2 3

D(o)=(~3-2)0(-12
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b) Obor hodndét funkcieg je mnozina 4
vSetkychy R, ktorym je priradené 3

také xUOR, Ze y = g(x). Tato 2
mnozinu mdzeme zostrgjitak, ze E
zostrojime kolmé priemety vSetkyc__ | |

bodov, ktoré patria grafu funkcig -3 -2 -
do osiy:

L
iu ’

SN

ra4 - — — —
[N}

1FH

Preto:
D(g)=(-33)

c) Z grafu vieme wyitat, ze:
9(-3)=2,9(0)=-1,9(2)=3

Vlastnosti funkcii

Funkciaf sa nazyvaarna prave vtedy, ké s(tasne plati:

1. Pre kazdéxOD(f) aj —xO D(f).

2. Pre kazdéxOD(f) platif (-x) = f (x)
Graf parnej funkcie jesiumerny pod’a osiy pravouhlej siradnicovej
sustavyOxy.

Priklad:
Na obrazku je graf funkcik Zistite, .
¢i je funkciaf parna.

RieSenie

Z grafu funkcie vidime, Ze:

X = -2 aj —x = 2 patria definknému 2
oboru funkcie.

Porovname fundné hodnoty
v tychto bodoch: o -
f(-2) = 4 af(2) = 4. A
Ked’zef (x) = f (-x), tak funkcia je parna.
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Funkciaf sa nazyvaneparna prave vtedy, k& sitasne plati:

1. Pre kazdéxOD(f) aj —xU D(f).

2. Pre kazdéxD(f) platif (-x) = - f (x).
Graf neparnej funkcie je sumerny pod’a zaiatku pravouhlej
suradnicovej sustavxy.

Priklad: _ f
Na obrazku je graf funkcie Zistite,
¢i je funkciaf neparna. 2-

RieSenie
Z grafu funkcie vidime, ze: R’
X = -2 aj—x = 2 patria definknému =~
oboru funkcie.
Porovname fundné hodnoty

v tychto bodoch:

f(-2) =-2 af(2) = 2

Kedzef (-x) = -f (x), tak funkcia je neparna.

Funkciaf sa nazyvarastiuca funkcia na mnozineM (M OD(f))
prave vtedy, ké& pre kazdé dva prvky, X, UM plati: Ak x; < X,, tak
f(x2) < f(x2).

Priklad: Ity
Urcte, ¢i funkcia na obrazku je rastica. A2+ —
|
_./f"—‘)—'ft‘-ﬂ ! .
1 12X
. -1+
RieSenie

Zvolime si prvkyx; = -1,% = 1, kdex; < Xo.
Z grafu funkcie zistime furthé hodnoty v tychto bodoch. Vidime, Ze
f(x1) < f(x,). Preto funkcia na obrazku je rastuca.
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Funkciaf sa nazyvelesajuca funkcia na mnozineM (M OD(f))
prave vtedy, ké& pre kazdé dva prvky, X, UM plati: Ak x; < x,, tak
f(x1) > f(Xy).

Priklad: {2
Urcte, ¢ funkcia na obrazku je
klesajuca.

#0,5) -3}

RieSenie

Zvolime si prvkyx; = -2,% = 0,5, kdex; < X,.

Z grafu funkcie zistime furtwé hodnoty v tychto bodoch. Vidime, ze
f(xq) > f(x,). Preto funkcia na obrazku je klesajuca.

Funkciaf sa nazyvarosta prave vtedy, ké pre vSetkyX,, X, [ D(f)
plati: Ak X, # X, , tak (x)# f(x,).

Ak je funkcia rastuca alebo klesajlca na mnoﬂhé\/l [ D(f )) tak
je prosta.

Priklad:
Urcte, ¢i dané funkcie su prosté:
‘L}." ‘L}."
34 34
2—/ ___2.__
l 1
X : X
3 2 1 2 3 3 2 1 1 3 3
11 11 |
|
24 2----=
34 34
a) b)
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1. ronik

RieSenie

a) Ked'zef(-1) = f(1), funkcia nie je prosta.
b) Pre kazd( dvojicu, # X, plati f(Xl)i f(Xz), funkcia je prosta.

Ak je funkciaf prosta naM (I\/I ] D(f )) tak k nej existujenverzna
funkcia. Ozn&ujeme juf * aplati:D(f ) = H(f) a H(f ™) = D(f).
Grafy funkciif af * st simerné pdd priamkyy = x.

Priklad:

Na obrazku je graf funkcié Zostrojte
k tejto funkcii inverznu funkciu. Popist
vlastnosti oboch funkcii.

RieSenie

Funkcia f je prosta (lebo je rastuca
preto k nej existuje inverzna funkcia.
Definicny  obor  funkcie f je

D(f)=(0;3)a obor hodnét funkcié je

H(f)=(-12). Preto defininy obor
funkcief *je

D(f)=H(f)= (-12)a obor hodnét
funkcie f* jeH(f*)=D(f)=(0;3).
Funkcief ajf ™ su rastlce.

Ak je funkciaf rastlica, potom aj jej inverzna funkcid” je rastuca.

Ak je funkcia f klesajica potom aj jej inverzna funkcid * je

klesajuca
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Funkcia f sa nazyvafunkcia zdola ohranicena na mnozine M
(l\/l [ D(f)) prave vtedy, k& existuje takégislo d, ze pre vSetky
xOM plati f(x)=d.

Funkcia f sa nazyvafunkcia zhora ohranicena na mnozineM
(l\/l [ D(f)) prave vtedy, k& existuje takégislo h, ze pre vSetky
xOM plati f(x)<h.

Funkciaf sa nazyvdunkcia ohrani¢ena na mnozineM (I\/I L] D(f ))

prave vtedy, ké je zdola ohraena navl a s¢asne zhora ohrarena
naM.

Priklad:
Zistite, ¢i dané funkcie sU zdola ohrgené, zhora ohratené alebo
ohrantené.

RieSenie d
a) Zvolime sid = -1. Vidime, ze ﬁ/
) 21
funkéné hodnoty pre xO D(f)
maju v&Siu hodnotu ako zvolen X
d. Preto funkcia je zdol& % 3 ] T 3 3
ohrantena. 7
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b) Zvolime si h = 3. Vidime, ze ¥
funkéné hodnoty prexdD(f) majc P
mensSiu hodnotu ako zvolend.

Preto funkcia je zhora ohraeina. 1‘5\

c) Zvolime sih = 3,d = -1. Vidime, Ze 31}"’
funkéné hodnoty pre xOD(f) 2
maju menSiu hodnotu ako zvolet i
h azarové v&sSiu hodnotu ako__| , M
zvolenéd. Preto funkcia je zhor¢ -3 -2 -1 1 2 3
ohrantena aj zdola ohratgna.
Funkcia je teda ohrarena. 2T

Hovorime, Ze funkcidma v bodeall M (I\/I [ D(f)) maximum na
mnozineM prave vtedy, ké pre vSetkyxUM plati f( ) ( )
Hovorime, Ze funkcid ma v bodeb I M (M ] D( )) minimum na
mnozineM prave vtedy, ké pre vietkyx(OM plati f(x)=> f(b).
Hovorime, Ze funkciaf ma v bode alUM (M [] D(f)) ostré
maximum na mnozine M prave vtedy, k& pre vSetky xUM |

x # aplati f(x)< f(a).
Hovorime, Ze funkciaf ma vbode bOM (M OD(f)) ostré
minimum na mnozine M prave vtedy, k& pre vSetkyxM | x#b

plati f(x)> f(b).
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Priklad:
Dana je funkcid. Urcte jej:
a) maximum na intervalé153):
b) minimum na intervale(O;Z);
C) ostré maximum a ostré minimu
na svojom defirinom obore.

RieSenie
a) Na intervale (15:3) dosahuje
funkcia maximalnu hodnotu 3
v bode 2. Preto funkcia na interva(é5;3) ma v bodex = 2
maximum.
b) Na intervale (0:2) dosahuje funkcia minimalnu hodnotu -1

v bode 1. Preto funkcia na interva(@;Z) ma v bodex = -1
minimum.

c) Na svojom defininom obore dosahuje funkcia jedinu
maximalnu hodnotu 3 v bode 2. Preto ma funkcia debo= 2
ostré maximum. Jedind minimalnu hodnotu — 3 dosafunkcia
v bode -2. Preto ma funkcia v boxle -2 ostré minimum.

Niektoré druhy funkcii
Linearna funkcia

Linearnou funkciou sa nazyva kazda funkcia na mnozRektora je
dana rovnicou

y=ax+h,
kdea, b su realn&isla.

Pre funkcie, v ktorycta = 0O, teda pre funkcie dané rovnicqu= b,
pouzivame nazokonstantné funkcie

Pre funkcie, v ktoryctb = O, teda pre funkcie dané rovnicgu= ax,
pouzivame nazopriama umernost’.

Grafom kazdej linearnej funkcie jpriamka réznobezna s osou
Priamka pretina ogv bode Py[O; b].
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Priklad:

Zostrojte graf linearnej funkcie, ktora je danamoou
a)p:y=3
byp:y=2x+1
c)p:y=-2x+1

Popiste vlastnosti tychto funkcii.

RieSenie

Na zostrojenie grafu funkcie potrebujemecitirsiradnice dvoch
bodov. Preto si zvolimex-ové suradnice tychto bodov yaové
suradnice dopfitame.

ap:y=3

X 1 2
y 3 3
Zostrojime graf tejto funkcie:

Defini¢ny obor funkcie je&R.

Obor hodnat je {3}.

Funkcia nie je ani rastuca ani klesajuca.

Funkcia nie je prosta.

Funkcia je zdola aj zhora ohr&and, teda je ohratena.
V kazdom xR ma maximum a minimum.

b)p:y=2x+1
X 1 2
y 3 5

Zostrojime graf tejto funkcie:
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Defini¢ny obor funkcie je&R.

Obor hodnot jeR.

Funkcia je rastuca.

Funkcia je prosta.

Funkcia nie je zdola ani zhora ohré&ma, teda nie je ohrasna.
Nema maximum a minimum.

C)p:y=-2x+1
X 1 2
y -1 -3

Zostrojime graf tejto funkcie:

Defini¢ny obor funkcie j&R.

Obor hodnot jeR.

Funkcia je klesajuca.

Funkcia je prosta.

Funkcia nie je zdola ani zhora ohré&ma, teda nie je ohrasna.
Nema maximum a minimum.
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Z grafov vidime, ze ak
1. a > 0, tak funkcia je rastuca;
2. a <0,tak funkcia je klesajuca;
3. a =0, graf funkcie je rovnobezny s osgu

Exponencialna funkcia

Exponencialnou funkciou so zakladoma sa nazyva kazda funkcia
dana rovnicou

y=4a,
kdea je kladné realneéislo rézne od 1.

Pokid’ a = 1, funkcia by bola konstantna, pretdfe= 1.

Grafom exponencialnej funkcie je exponencialna Kaiv
prechadzajuca bodom so suradnicami [0; 1], ktopigiana o.

Priklad:
Zostrojte grafy funkcii

a) f:y=2%

b) fiF(%) .

Z grafov popiSte vlastnosti tychto funkcii.

RieSenie

Urcime si hodnoty funkcii pre vybrameé

a) f:y=2%
X -3 2 | -1 0 1 2 3
2X2—132—12%2°212223

2¢ 10,125/0,25/ 05| 1 2 4 8
Zostrojime graf funkcie:
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Defini¢ny obor funkcie je&R.

Obor hodnét je(0; ).

Funkcia je rastuca.

Funkcia je prosta.

Funkcia je zdola (napr. pte= 0), nie je zhora ohra&&na, teda nie
je ohrantena.

Nema maximum a minimum.

b) f:y:(%)

3] -2 -1 0 1 2 3

1 |1 1 | 1
3 | A2 | A1l | A0
S

8 4 2 1| 0,5 0,250,125

NI NP |x

Zostrojime graf funkcie:
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Defini¢ny obor funkcie j&R.
Obor hodnét je(0; ).
Funkcia je klesajuca.
Funkcia je prosta.
Funkcia je zdola (napr. pte= 0), nie je zhora ohrat&na, teda nie
je ohrantena.
Nema maximum a minimum.
Z grafov vidime, ze ak
1. a > 1,tak funkcia je rastuca;
2. 0 <a < 1,tak funkcia je klesajuca;
3. grafy prechadzaju bodom 1 gavej osi;
4. grafy nepretinaju os.

Priklad:
Na zaklade vlastnosti exponencialnych funkcii rathie, ktoré
z nasledujucich mocnin sudgie ako 1:

3

RieSenie
Vyuzijeme grafy exponencialnej funkcie. Mocniny reizdelime na
dve skupiny: so zakladom &&im ako 1 a so zdkladom mensim ako 1.

. 42 i . -4 . . .
Pre mocniny| o 2127 yyuzijeme graf rastucej funkcie, dime

hodnotu pre prislusné v nasom pripade 3 a -4:
y
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Vidime, Ze hodnota pre= 2je v&Sia ako 1 a prg = -4 je menSia

42\’ .
ako 1. Preto plati; o >1 g 2127 <1,

. _2' 1 25 s . . .
Pre mocnlny(0’5) '3 vyuzijeme graf klesajucej funkcie,diime

hodnotu pre prislusné v naSom pripade -2 a 2,5:
f
y

Vidime, Ze hodnota pre= -2 je v&Sia ako 1 a pr& = 2,5je menSia

i 1 2,5
ako 1 . Preto platif05)* >1 a (5) <1
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